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Risumi. Tout langage reconnaissable infinitaire dkterministe est limite d’un langage reconnais- 
sable finitaire et riciproqu:rment. 
Ce r&hat classique s’itend aux langages de mots infinis bilatkres. Ainsi, la famille des langages 
reconnaissables dkterministcs de mots infinis bilatires est identique i celle des bilimites des 
langages reconnaissables finitaires. 
Abstract. Every infinitary deterministic rational language is the limit of a finitary rational one and 
conversely. 
This standard result extends to languages of two-sided infinite words. So, the family of 
determinktic r&,nal languages of two-sided infinite words is equal to the one of bilimits of 
linitary rational languages. 
1. Introduction 
La reconnaissance par des automates finis de mots infinis a permis de mettre en 
kvidence une difference de comportement entre les langages reconnaissables 
finitaires et infinitaires, en ce qui concerne le determinisme. Ainsi, la famille des 
langages reconnaissables infinitaires d3erministes est une sous-famille stricte de la 
famille des langages reconnaissables infinitaires, et elle coincide avec la famille des 
limites des langages reconnaissables tinitaires. 
Un mot infini bilatkre est une classe d’kquivalence pour le dkalement d’un mot 
biinfini (i.e., d’une application de H, ensemble des entiers relatifs dans un alphabet 
fini S). La notion de biautomate intervient alors tout naturellement et permet 
d’engendrer des langages reconnaissables infinitaires bilatkres pour lesquels la mzme 
question concernant le determinisme se pose. Oil prouve alors que le rkultat 
ci-det;sus CPtend, en introduisant la notion de bilimite d’un langage finitaire. 
2. Priliminaires 
y est un alphabet fini. Z* (respecti vement, Y’) est l’ensemble des mots tinis 
(reipectivement, infinis) krits SW l’alphabet C. On pose 1 x = C* CJ 1”. 
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Un automdejni d SW I’alphabet C [l] consiste en la don&e d’un triplet (Q, I, T) 
(oii Q est un ensemble fini d’ktats, I c Q est l’ensemble des 6tats initiaux, Tc Q 
est l’ensemble des ktats terminaux), et d’un ensemble E c Q x Z x Q, appeli 
ensemble des transitions de .d. 
Si ((I, Q, 4’) E E, on note 9 A9’. Pour tout jk Z’, et a E 2, 9 &9’ ssi il existe 9”~ Q 
tel que 
Soit u c YJ 
9 K c Q% 9 E Q, alors 9 A K ssi il existe une suite d’ktats (9,,) tel que 
1r( II) 
%I - $1 + I avec 9(, = 9 et I’ensemble des entiers II fel que q,, E K est infini. 
Le comporrementjni de ~4 se note .:B* et on a 
Lx compportement iqfini de ~13 se note ~4’” et on a 
La notion de bimot et de mot bilatkre a 636 introduite par Perrin et Nivat [2]: On 
appelle hinwf tout 6lkment (CU, p ) c 2” X L ’ . Le t-knot ((1, p ) est dit fini si ( CY, p 1 i: 
‘5’ * y-4:: infini ti droite si (a, /3) c 2“‘: x 2”” : intini i gauche si (TV, p, C. 2’“’ x L*: 
bi-infini si ( 0, p) c 2”” X Yv”‘. 
1;‘ y \” .- est muni de la relation d’Pquivalence - d6tinie px (a, p) - (4. /3’1 ssi 
il fzicte un mot II 6 2‘* kl que 
Une classe d’6quivalence pour - est un rnc~t hildw. L’ensemhle des mot\ MatPres 
cst note ’ 1 ‘, et 7~ est l’application canonique de E ’ x 1: ’ sur ’ 2’ ’ . LA famille des 
mots bilattires finis (respectivement, infinis h droite) s’idontitie ti I* (respectivement, 
2““). Notons (” E la familic des mats bilatkw infinis A gauche. On pt’ut detinir une 
bi_itxrion enIre ‘3 et 2“” par 
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L’enuehppe d’une partie L dre C” est I’ensemble des sup( a,) oti ( (;Y,) est une suite 
strictement croissanle de mots de L, et elle se note l. Cette notion s’&tend aux mots 
bilatkres: L’enveloppe biluhe d’une partie L de OpCa est l’ensemble des 
n(sup( cy,, Pn)) oti (cy,,, &) est une suite t&s strictement croissante de bimots tels 
que n( (Y,, &) E L. Cette enveloppe est notke i. Remarquons que pour X c C* et 
Y c C* on a 2 p t%? Mais en ghCra1, on n’a pas l%galiti. 
Soit X une partie de Z*; on notera “X la partie de “C dkfinie par (“X)” = (XR )O’. 
3. Biautomates 
Un hiautomat jini d est un triplet (ti _ , al+, A) 0i1 .d = (Q- , I. , T_) et & = 
( Q, , I, , T, ) sont des automates finis et h c 1. x I,. Le cornportemenf injini de .aE, 
not6 .#“‘O, cst l’ensemble des mats bi-infinis (a, p ) E C’” x 2” tel qu’il existe ( i _, i+ ) E 
A et aE(Q ,i., T-j’“, pE(Q+,L, T,)‘“. 
Une partie L de Y” x X1* es\: dite reconnaissuble ssi il existe un biautomate &’ tel 
que i = s$‘*‘*. Rec( Z’O x 2”’ ) eat la famille des parties reconnaissables de Y x 2”. 
Un biautr;‘ma*e .W e;t dit bifuhe ssi sY” est satur6 pour la relation d’equivalence 
-. Si A/ est u!i Jutornate bilatkre, l’ensemble n( SIT’ ) est son comportement bilatkre, 
il se note YP’. Une partie L, de YY est dite reconnaissahle ssi il existe un automate 
bil;lt&se .~4 tei que L = ‘W”. Kec( 7”) est la famille des parties reconnaissables de 
,I) \’ ,L) - . hiin~s rappelons le rkltat suivant. 
Proposition 1 ([2]). Les trois conditions suiuantes sent dquiualentes, pour une partie 
L i/c “Jr;;“: 
(i) !. c Rec( ‘“2”‘). 
(ii) L 4.~1 une union jnie de parties de la jbrme iti YXZ” avec X, Y, Z E Rec( 2”). 
(iii) il e_kte U~I ensemble f.’ E Rec( 1”’ x Y’) tel que L = n( L’). 
Un biautomate .d = (d , .d+, h) est dit de’terminisfe ssi ~4 et AI, sont des 
automates finis deterministes. DRec( w Z”‘) est la famille des parties 1, de “2” tel 
qu’il existe un biautomate bilatkre dkterministe ,d vkrifiant L = *‘M”. 
Le rtSultat principal est le suivant. 
L;I preuve AJ Th6orkme 2 nkessite quelques lemmes pr&liminaires. 
Lemme 3 ([ 23 1. Soit p: 1: * --+ M un morphisme de 2”: sur un monoi’de jini hl. Pour 
tout II c “‘2‘ ‘I’, il existe WI colrple d‘idempotents ( e,f) et un dhent m de M tels qlle 
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Une suite (u,) de mots de C* est dite embofGe ssi pour tout n, il existe LY,, et Pn 
ilkments de E’ tel que u,+ l = a,,u,p,,. 
Lemme 4. Si L E Rec(E *) et L est prkjke, alors L esf Gde. 
Preuve. Si- i est non vide, c’est qu’il existe une suite emboitie (u,,) d%lCments de 
L. Soit M le monoi’de syntaxique de f. et 50 le morphisme canonique de I* dans 
M. Quitte & extraire une sow-suite, on peut supposer qti’il existe un idempotent e 
et un Mment .f de A4 tel que pour tout n on ait: 
avec qt. cy,, ) = e. Done, 
I)‘& yf‘- eq\+( p,,) = gfq( p,,) -_/: Puisque q/.=-f, alors &u,,I~,,) -,/‘ et done tk,,U,, E 
cp ‘(.f*>. Or 9 ‘(_f) c L. Comme N,,u,, <: u,, + I, cela contredit I’hypothkse f. prifixe. C2 
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Nous sommes maintenant en mesure de fournir la preuve du T!&ot$mc- 2. 
Preuve du Thiior+me 2. (I) L’inclusionRec(c DRec(“2”) est prouvke ddns [2]. 
Nous donnons simplement I’idie de la preuve: 
Soit K <Rec(X$ 11 existe un automate dkterministe 94 = (0, i, T) tel que K = ,9/j*. 
Pour tout 9 E Q, on choisit un automate diterministe .pLb = (Q, , iq , Tq ) tel que 
al; =(I& r*l:A9} (I es ensembles Qq_ sont choisis deux B deux disjoints). 
Soit .d = U(,* v ,tiq et .d+ =(Q,Q,T) avec A={(&, ,q)(q~Q). Alors %= 
( .d. , .d, , A ) est un Gautomate diterministe. On prouve alors que 93”‘” = T-‘( g ) 
et done ‘3?‘” = k. 
t?) Soit ,r9 - (.d _ , d + ‘I A ) un biautomate diterministe bilatitre. II s’agit de dher- 
miner une partie reconnaksable K de 2’” t4 que “‘M” = E? Soit J$_ = (Q _, I_, T_), 
&=(Q+,L,T+) et Q nQ, = (n. On pose Q = Q u Q+ . Soit FP( Q) l’ensemble 
des fonctions partielles de Q dans Q muni de la loi de composition, n&e 0. ‘p est 
Ie morphisme de I* dans FP( 0, dkfini par 
tlu~ I,Vy~ Q, 
<I t1 
(~b9ib+= 4’ ssi 9 t-7 ~‘OU 9 7--+ 4’, 
I 
et V-j2 2‘ *, gffa)-(~(aPqf.f). Soit E,={etFP(Q)/e’=e et e(y)=q}, et EISV= 
{cc FP(Q)[+‘l- & 
Soit 1 c 2:“. on appelle P( L 1 l’ensen k!p &b mots prCfixes de L, i.e., P(L) = 
L\ LY. 
Posons 
Nous ::ilons prouver que “‘~4” = I?. 
(a) $” C K. 
Soit II c “‘4”‘. D’aprks le Lemme 3, il ewte dew 1dempotents.f et.f“ et un Sment 
t’ E FP( Q) tel que 14 t‘ “‘q ‘( j”)?p ‘( c )q ‘( f)“‘. u s‘krit done u = . . . z,,z,,-, . . . 
z~~~s\*~_~~ . . . .r;,_r,, . \ . . . , wx pour tout i: tp( 2,)’ = j-‘, cp(y,) =.j’ et p(x) = Y. 
Notons que si g es\ un &?ment idempotent et que g s’tkrit st alors (ts)’ est un 
idempotent. 
Dane, du hit quc If c I” ,:i’“, quitte ;i faire une autre dkomposition 
t0ujourh wppcl‘w qu’il existr (i , i, 1 c A, q 6 T , y , c T. tel que I’m 
de U, on peut 
ait .Y - x,x1 et 
Soit !l c; E : il existe done tine suite strictement croissante ( a,,, /3,,) tei que 
14 = T (wp( (Y,,, /3,, )) et, pour tout n, &,, E K. Qn peut supposer que tous 
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les Cy f&S appartiennent i un m6me ensemble (cp-‘(e_)cp ‘(f-.) l 
P(c~‘ ‘(.f_.);,“~-‘(e+)cp-‘(f;)P(cp -‘(f+)),avece- E E, ,‘, ,.f- E El, J+ E Et,, , (i y ii ) E 
A,q.JET.,q,ET,. On a done pour tout n, (a,,,/%$-h:,,/%,) avec 
a:, = Y”S,,f,,, 
p:, = X”_w”, 
Puisque (LY,, fin) - (4, 
q(r,,) = e.-, cp(s,) =f., f,, E WXf-H, 
(1) 
cp(x,) = e+, rp(y,,) =.I‘+, z,, E fW%f+))~ 
, piI), il existe un mot y,, tel que cy, = y,p :, et p: = y!$,,, 0u 
Deux cas se prksentent alors suivant que la longueur des mots y,, est born& ou non. 
la) Si I’ensemble des longueurs des mots y,l est born& il y a un inhit de mats 
yII qui sont 6gaux ;i un mot y, et quitte ri prendre une sow-suite, on pc‘ut hire 
cy,, = yru:, et p:, = y’p,, pour tout II, 
OU 
Aklrs la suite (ct.:, , PI,) est strictemtnt croiswnte et 14 -=. 7r sup( (k 1,. p:( I. Pukque :.4 
0 I, 
cst dkterministe, et que pour tout )I, I ,-.-k q , i, ,_, q + , on ;I done bien II E “‘.4”‘. 
((3) Si [‘ensemble des longueurs dlzs mots y,, n’est pas born;, on peut supposer 
la situation dans le diagramme suiyant r&h& pour tout II (ou sa synietriquel. 
il existe IN, I E FP( Q) 
CF -lH h)cP( z) “WV ‘(y)R 
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tel que z = ml. /3&f’(l) FG((cp ‘(z))‘), et CY~E 
FG( cp ‘LX)’ R). On a, pour tout n, a; = i,~,,t,, vkifiant ( 1). 
B’ 
: 
rR h+t I Bl+l . 
0 . 
t --- - 
S‘il existe une suite extraite de t I,~ ) qui est emboitie, alors 
qui contrcdit le Lemme 4, 
I I 
I 
: 
.9 
4 
URE m l ‘(f-H ce 
S’il existe une suite extrilite de ( l,,) qui est strictemenC croiswnte, on obtient une 
contradiction du hit que f,, E P( Q ‘(f 1) pour tout n. 
II ne reste done qu’une possibilitk II existe une suite extraite de (r,s,, J yui est 
emhoi&. 
Portons notre attention sur ks facteurs r,, et s,,. 11 y a deux cas de figure: 
Qultte ;i faire une translation vers la droite de la coupure dans la suite (a,,, PI1 ), 
il existe une suite estraite tel que I’on ait CY,, = &.TJ,~. Ce cas de figure correspond 
au fait que I’estrkmit6 droite de sf;’ ne part pas ;i I’infinl vers la droite. On a alors 
la situation wiwnte. 
Ik \,” .k ’ 
k ” I’,, , 1); 
(I ‘9. ) I .& I 
A ----. 
--------v--- - - ----A ___- 7 h-3 
N 
1 
.K 
h I 
“*I I Pi . I 
I, I j{.,. :” 
1 ” - y’ et I’. - y ‘. . 
1r,,l’,y 
IXk-omposons IL- C;rlcui rh.hsi i’ - (I’ . II commence par 
5 \ I I ,, . I 
I --+ L 11 - y2 1 ‘! Comme q ( s,; I - + ( t,, ) -=f et ,f’ -= j’ , alors q, I----L q2. Done 
k C;AXI~ rch4 de a,,/:~ s&xit 
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Ce calcul passe une infinit6 de fois par 3 !_ ,done la boucle 92 A 92 passe au mains 
une fois par 9:. 
En appiiquant le mcme raisonnement a CY,+~, on voit ainsi qu’en lisant QI,+~ i 
park de 1’Ctat il., d passe par T- une premiere fois ~s~lJ~cture de tnr puis une 
deuxikme foe;;, la lecture de I, +, . . . . On a ainsi .’ I b T-. On prouve de 
m2me i’+ 4 T,. Done u = 7t kup((~,, &)kU’dW. 
Si l’on n’est pas dans le premier cas de figure alors il existe une suite extraite de 
(s,,) qui est emboft6e. Alors, d’aprh le Lemme 5, on peut extraire ti nouveau ne 
sous-suite _tel que s, = s:sL oti (s:) est une suite strictement croissante et, pour tout 
n, cp(s,) = rp(sk) =f-. Alors en posant rk = r&, on a r,s, = rksk. On est alors ramen 
au premier cas de figure en ecrivant cwk = r; s L t,. Ce qui achtive la Gmonstration. 0 
RCmargue 6. L’ensemble L = *a(a, b)” w *(a, h)a” n’appartient pas B 
DRec(“(a, b}“) En effet il n’existe pas de partie K de {a, b)* tel que L = k. II sufit, 
pour cela, de remarquer que si I4 = k7, pour tout k t’ A’, il existe ll,u E {u, !I)* tel quc 
ubkbv E K. 
Nianmoins L est reconnu par un biautomate deterministe ,aQ, et aussi par un 
automate bilatire 3. Mais il ne peur etre reconnu par un automate deterministe 
bilatere d’aprits le Theorime 2. 
.d . JB: M” 8’” 
A={tl ,l*),(3 ,3Jl 
T =(2.,3,} 
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